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1. Диференціювання функцій 

 

Нехай задано функцію  xfy  , визначену на інтервалі (а,b). Надамо 

аргументу  ,x a b  приріст x ,  ,x x a b   . Знайдемо відповідний йому 

приріст функції ( ) ( )y f x x f x      і запишемо відношення приросту функції 

до приросту аргументу 
y

x




. Знайдемо границю 

0
lim
x

y

x 




. Якщо ця границя 

існує, то її називають похідною функції ( )y f x  і позначають ( )f x  або 

,, ,x x
dy

y f y
dx

   .  

Таким чином, похідною функції ( )f x по аргументу x  називається границя 

відношення приросту функції до приросту аргументу, коли останній прямує до 

нуля 

x

)x(f)xx(f
lim

x

y
lim)x(f

xx 









 00
 

 

Якщо ця границя кінцева, то похідна існує, й функція  xf  називається 

диференційованою в точці x . Операція відшукання похідної називається 

диференціюванням функції. 

 

Основні правила диференціювання 

 

Нехай RC  – стала,  xuu  ,  xvv   – функції, що мають похідні. Тоді: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Формули диференціювання основних функції 

 

1. 
1)(  nn xnx . 9.   xx cossin 


. 

2.  
x

x
2

1


. 10.   xx sincos 


. 

1. 0C ; 5.   vuvuvu 


 ; 

2. 1x  ; 

6.  0
2
















v,

v

vuvu

v

u
; 

3.   vuvu 


 ; 
7.  

2
, 0

C Cv
v

v v


 

   
 

 

4.   uCuC 


 ; 
8. 

C

u

C

u 












; 
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3.  
2

11

x
x 


. 11.  
x

x
2cos

1tg 


. 

4.   xx ee 


. 
12.  

x
ctgx

2sin

1 . 

5.   aaa xx ln


. 13.  
21

1
x

xarcsin





. 

6.   xx 1ln 


. 14.  
21

1arccos
x

x





. 

7.  
ax

xa ln
1log





. 15.  
21

1arctg
x

x





. 

8.  
10ln

1lg





x
x . 16.  

21

1

x
xarcctg





. 

 

Приклад.  Знайти похідну функції 3 22 5 7 4y x x x     за означенням (не 

користуючись  формулами диференціювання). 

Розв’язання.  Надамо аргументу x  приріст x , тоді  y   отримує приріст 

y : 

3 22( ) 5( ) 7( ) 4y y x x x x x x            . 

 

Знайдемо  приріст функції: 
3 2 3 2 2 2

3 2

2( ) 5( ) 7( ) 4 (2 5 7 4) 6 6

2 10 5 7

y x x x x x x x x x x x x x

x x x x x

                    
 

       
 

Знайдемо відношення приросту функції до приросту аргументу: 

2 26 6 2 10 5 7
y

x x x x x x
x


        


 

Знайдемо границю цього відношення при 0x  : 

2 2 2

0 0
lim lim (6 6 2 10 5 7) 6 10 7
x x

y
x x x x x x x x

x   


           


 

 

Таким чином, за означенням похідної  
26 10 7y x x    . 

 

Приклад.  Знайти похідну функції y x  за означенням (не 

користуючись  формулами диференціювання). 

Розв’язання.  Знайдемо приріст функції y x x x     . Тоді 

x x xy

x x

 


 
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0 0
lim lim
x x

y x x x

x x   

   


 
 

 

Таким чином, 

0 0

0

( )( )
lim lim

( ) ( )

1 1
lim

2

x x

x

x x x x x x x x x
y

x x x x x x x x

x x x x

   

 

        
   

       

 
  

 

 

Отже,  
1

2
y

x
  . 

 

Приклад.  Знайти похідну функції y ctgx x    за означенням (не 

користуючись  формулами диференціювання). 

Розв’язання.    Знаходимо  

 
 ( ) ( ) ( )y ctg x x x x ctgx x ctgx ctg x x x                

 

Використовуючи формулу 
sin( )

sin sin
ctg ctg


   

 
, отримуємо: 

 sin sin

sin sin( ) sin sin( )

x x x x
y x x

x x x x x x

   
      

   
, 

звідси  

sin

1
sin sin( )

x
y x

x x x x


  
  

. 

Отже,  

20 0

sin
1

lim lim 1 1
sin sin( ) sinx x

x
y x

x x x x x   


    
  

 

 

 

Таким чином, отримуємо відповідь:  2
2

1
1

sin
y ctg x

x
    . 

 

Приклад.  Використовуючи формули та правила диференціювання, 

знайти похідні наступних функцій: 1)
3 22 5 7 1y x x x    ;  2) 

2 xy x e  ;  

3)
3x arctgx ; 4) (3ln 2)y x x x  ; 5) 

arcsin x
y

x
 . 
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Розв’язання.  

 

1) Знайдемо похідну функції 3 22 5 7 1y x x x     

 

 
3 2 3 2

2 2

(2 ) (5 ) (7 ) (4) 2( ) 5( ) 7( ) (4)

2 3 5 2 7 1 0 6 10 7

y x x x x x x

x x x x

                

         

 

 

2) Знайдемо похідну функції 2 xy x e   

2 2 2( ) ( ) 2 ( 2)x x x x xy x e e x x e xe xe x           

 

3) Знайдемо похідну функції 3y x arctgx   

3
3 3 3 2 2

2 2

1
( ) ( ) 3 3

1 1

x
y x arctgx arctgx x x x arctgx x arctgx

x x
            

 
 

4) Знайдемо похідну функції (3ln 2)y x x x  . Перепишемо дану 

функцію у вигляді 3/ 2 (3ln 2)y x x   .Тоді 

3/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 23 3 9 9
(3ln 2) 3 ln 3 ln

2 2 2
y x x x x x x x x x

x
           

5) Знайдемо похідну функції 
arcsin x

y
x

  

22

2 2 2 2

1
arcsin

(arcsin ) arcsin ( ) 1 arcsin1

1

x x
x x x x x x xxy

x x x x

 
         



 

 

 

 

2. Диференціювання складної функції 

 

Нехай  ( )y f u , ( )u x  − дві довільні функції, u A , x B , де А, В − 

області визначення. Значення ( )u x  при будь-яких x B  належать області А. 

Тоді можна записати ( ( ))y f x  . 

Функцію, одержану «накладанням» двох і більше функцій, будемо 

називати складною. 

Наприклад, ln( 5)y x  − складна. Вона утворена накладанням двох 

функцій: lny u , 5u x  . 

Правило диференціювання складної функції. Якщо функція  ufy   

диференційована по u , а функція  xu   – по x , то складна функція 
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  xfy   має похідну 

  xux uyy    чи  
dx

du

du

dy

dx

dy
 . 

 

Приклад. Знайти похідні наступних функцій:  

1) 3 4(2 5)y x  ; 2) 6y tg x ;    3) 2cos x ;   4) sin(2 3)y x  ; 5) ln
2

x
y tg ;  

6) 2ln 1x x xy e arctge e     

 

Розв’язання.  

 

1) Позначимо 32 5x u  . Тоді  4y u . Застосовуючи  правило 

диференціювання складної функції отримуємо: 

 
4 3 3 2 2 3 3( ) (2 5) 4 6 24 (2 5)u xy u x u x x x          

 

2) 5 5 26 ( ) 6 secy tg x tgx tg x x      

 

3) 2cos (cos ) 2cos sin sin 2y x x x x x         

 

  

4) cos(2 3) (2 3) 2cos(2 3)y x x x        

 

5) 21 1
( ( / 2)) sec ( / 2) ( / 2)

( / 2) ( / 2)
y tg x x x

tg x tg x
         

2

1 1 1

2sin( / 2)cos( / 2) sin2 ( / 2)cos ( / 2) x x xtg x x
    

 

6) Запишемо задану функцію у вигляді 

 

21
ln(1 )

2

x x xy e arctge e    , 

отримуємо 

 

2
2 2

2 2

2 2

1 1 1
2

21 1

1 1

x x x x x
x x

x x
x x x x

x x

y e e e arctge e
e e

e e
e arctge e arctge

e e

         
 

   
 
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3. Логарифмічне диференціювання. Похідна показниково-степеневої 

функції 

 

При знаходженні похідної деяких функцій доцільно застосовувати 

логарифмування. Для диференціювання показниково-степеневої функції vy u , 

де ( )u u x  і ( )v v x , логарифмування обов’язкове. Виведемо формулу для 

похідної цієї функції. Логарифмуючи рівність vy u  і диференціюючи обидві 

частини отриманої рівності   ln ln vy u  знаходимо:    

                           
1

ln u
u

y v u v
y

   .  

Отже, uuvulnvu)
u

u
vulnv(u)

u

u
vulnv(yy vvv 





 1

. Таким 

чином,    

vulnuuuv)u( vvv  1
. 

 

Приклад. Знайти похідну функції 
2xy x  

Розв’язок. Прологарифмуємо  задану рівність. Тоді маємо: 

 
2ln lny x x  

 

Продиференціюємо  обидві частини цієї рівності по x. Оскільки y є 

функцією аргументу x , то ln y  є складна функція і  
1

ln y y
y

   . Отже, 

2 1
2 ln

y
x x x

y x


    , (1 2ln )

y
x x

y


   

Звідси 
2 2 1(1 2ln ) (1 2ln ) (1 2ln )x xy xy x xx x x x       . 

 

Приклад. Знайти похідну функції (sin )tgxy x  

Розв’язання.  Логарифмуємо задану рівність: 

 
ln lnsiny tgx x   

Звідси  

2 21
cos sec lnsin 1 sec lnsin

sin

y
tgx x x x x x

y x


        ; 

2 2(1 sec lnsin ) (sin ) (1 sec lnsin )tgxy y x x x x x        
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Приклад. Знайти похідну функції 
3

2 3

(2 1) 3 2

(5 4) 1

x x
y

x x

  


  
 

Розв’язання.  Задана функція не є показниково-степеневою, але  її також 

доцільно спочатку прологарифмувати: 

 

1 1
ln 3ln(2 1) ln(3 2) 2ln(5 4) ln(1 )

2 3
y x x x x        ; 

3 1 3 5 1
2 2

2 1 2 3 2 5 4 3(1 )

y

y x x x x


      

   
; 

3

2 3

(2 1) 3 2 6 3 10 1

2 1 2(3 2) 5 4 3(1 )(5 4) 1

x x
y y

x x x xx x

   
       

       
. 

 

 

 

4. Диференціювання  функцій, заданих параметрично 

 

Якщо функція )x(fy   задана параметрично двома рівняннями 

)t(x  , )t(y ψ , );(t  , то її похідні обчислюються за формулами: 

t

t

x

y

dx

dy




 ,  або  

dy
dy dt

dxdx

dt

  . 

Приклад. Знайти 
dy

dx
, якщо 3 3 1x t t   , 5 33 5 1y t t   . 

Розв’язання. Знайдемо 
23 3

dy
t

dt
  , 

4 215 15
dy

t t
dt

  . Отже, 

4 2
2

2

15 15
5

3 3

dy t t
t

dx t


 


 

 

 

5. Диференціювання неявних функцій 

 

Рівняння ( , ) 0F x y   задає неявно функцію )x(yy   на інтервалі )b;a( , 

якщо для всіх )b;a(x  виконується рівність ( , ( )) 0F x y x  . 

Для обчислення похідної функції )x(yy   треба продиференціювати по 

x  рівняння ( , ) 0F x y  . Розв’язуючи це рівняння відносно ( )y x , знаходимо 

похідну неявної функції. 
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Приклад.  Знайти похідну xy   для функції, заданої неявно рівнянням 

2 2 4x y  . 

Розв’язання. Оскільки y  є функція аргументу x , то застосовуючи 

правило диференціювання складної функції, знаходимо:  2 2y yy


 . 

Диференціюємо по x  обидві частини  даного рівняння, отримуємо: 

 

2 2 0x yy  , 

тобто 

 
x

y
y

   . 

Приклад.  Знайти похідну xy   для функції, заданої неявно рівнянням 

3 2ln 0yx y x e   . 

Розв’язання. Диференціюємо по x  обидві частини  даного рівняння, 

отримуємо: 

2 23 2 0y yy
x x e y xe

y


    , 

тобто 
2

2

(2 3 )

1

y

y

xye x y
y

x ye


 


. 

 

 

6. Застосування похідної до задач геометрії 

 

 Теорема. Якщо крива задана рівнянням )x(fy  , то значення )( 0xf   

похідної )(xf   у точці 0x  дорівнює кутовому коефіцієнту k  дотичної до 

графіка функції )(xfy  , проведеної в точці  000 y,xM :  tgk)x(f 0 , де 

)x(fy 00   (рис. 1). 

 
Рис. 1 
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Рівняння дотичної до кривої )(xfy   у точці ),( 000 yxM  має вигляд: 

 

)xx()x(f)x(fy 000  , 

 

Нормаллю до кривої  в точці 0M  називається  пряма, яка проходить через 

задану точку та перпендикулярна до дотичної  в цій точці кривої. 

 

Рівняння нормалі  має вигляд: 

0 0
0

1
( ) ( )

( )
y f x x x

f x
    


, 

 

Кутом між двома кривими 1( )y f x  та 2( )y f x  в точці їх перетину 

),( 000 yxM  називається кут між дотичними до цих кривих у точці 0M . Цей кут 

розраховується за формулою: 

 

2 0 1 0

1 0 2 0

( ) ( )

1 ( ) ( )

f x f x
tg

f x f x

 
 

  
. 

 

Приклад. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої  
2 2 42 3 6x xy y     в точці (1; 1)M  . 

 

Розв’язання. З рівняння кривої знайдемо похідну: 
2 32 2 4 12 0x y xyy y y     ,  

тобто 
2

32 6

x y
y

xy y


  


. 

Отже, 
2

0 3

1 ( 1) 1

42 1( 1) 6( 1)
y

    
   

. 

 

Рівняння дотичної  

1
1 ( 1)

4
y x   , або 4 5 0x y   . 

 

Рівняння нормалі 

1 4( 1)y x    ,  або 4 3 0x y   . 

 

Приклад. Визначити, який кут утворює з віссю абсцис дотична до кривої 

5 32 1

3 9
y x x  ,  проведена в точці з абсцисою 1x  . 
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Розв’язання. Знаходимо похідну 4 210 1

3 3
y x x   . При 1x   маємо 3y  , 

тобто 3tg  , звідси 03 71 34arctg    . 

 

 

7. Похідні вищих порядків 

 

Похідною другого порядку (другою похідною) від функції )(xfy   

називається похідна від її похідної, тобто 

))x(f()x(f  . 

Другу похідну також позначають )x(y   або 
2

2

dx

yd
. Похідна від похідної 

другого порядку називається похідною третього порядку  

 

( ) ( ( ))f x f x    

Взагалі, похідною  n -го порядку від функції )(xfy    називається 

похідна від похідної (n-1)-го порядку 
( ) ( 1)( ) ( ( ))n nf x f x   

Позначають n- ю похідну так: )x(y )n(
 або 

n

n

dx

yd
, або ( )( )nf x . 

Похідні вищих порядків (друга, третя і т.д.) обчислюються послідовним 

диференціюванням заданої функції. 

Якщо функція задана параметрично: )t(x  , )t(y ψ , то похідні 

, , ,x xxy y   обчислюються за формулами 

 

t
x

t

y
y

x


 


, 

( )x t
xx

t

y
y

x

 
 


, 

( )xx t
xxx

t

y
y

x

 
 


 і т.д. 

 

Похідну другого порядку можна також обчислити за формулою 

3( )

tt t tt t
xx

t

y x x y
y

x

   
 


 

Приклад. 5 4 3 2 1
2 3 7

2
y x x x x x      . Знайти , , ,y y y   . 

Розв’язання.   4 3 2 1
5 8 9 2

2
y x x x x      , 

3 220 24 18 2y x x x     , 

260 48 18y x x    , 

120 48IVy x  , 120Vy  , 0VI VIIy y    
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Приклад. lny x . Знайти ( )ny . 

Розв’язання.  11
y x

x

   , 21y x    , 31 2y x   , 41 2 3IVy x    , і т.д. 

Вираз для n-ї похідної має вигляд:   

( ) 1 1 ( 1)!
1 2 3 ( 1)( 1) ( 1)n n n n

n

n
y n x

x

   
          

 

Приклад. siny x . Знайти ( )ny . 

Розв’язання.    

cos sin( )
2

y x x


    ,        cos sin( 3 )
2

y x x


      ,      cos sin( )
2

y x x


    , … 

Отже, ( ) sin( )
2

ny x n


   . 

 

Приклад. Знайти xy  та xxy , якщо 3cosx a t , 3siny a t . 

Розв’язання. 
3 2

3 2

( sin ) 3 sin cos

( cos ) 3 cos sin

t
x

t

a t a t t
y tgt

a t a t t


    

 
; 

2

3 2 4

( ) sec 1

( cos ) 3 cos sin 3 sin cos

t
xx

t

tgt t
y

a t a t t a t t

 
   

 
. 

 

 

8. Диференціали першого та вищих порядків 

 

Диференціалом першого порядку функції ( )y f x  називається  головна 

частина її приросту, лінійна відносно приросту аргументу. Диференціалом 

аргументу називається приріст аргументу dx x  . 

Диференціал функції дорівнює добутку її похідної на диференціал 

аргументу: 

( )dy f x dx . 

 

 

Основні властивості диференціалу 

 

1. 0dC  , де C const  

 

4. ( )d uv udv vdu   

 

2. ( )d Cu Cdu  

 
5. 

2
( ) ( 0)
u vdu udv

d v
v v


   

3. ( )d u v du dv    6. ( ) ( )df u f u du  
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Якщо приріст x  аргументу малий за абсолютною величиною, то 

 

y dy  ,  

і  

( ) ( ) ( )f x x f x f x x     . 

 

Таким чином, диференціал функції може застосовуватися для 

наближених обчислень. 

Диференціалом другого порядку  функції ( )y f x  називається 

диференціал від диференціалу першого порядку: 
2 ( )d y d dy  

Аналогічно можна дати визначення диференціалу третього порядку: 
3 2( )d y d d y  

Взагалі, диференціал n-го порядку від функції ( )y f x  має вигляд 

( ) ( 1)( )n nd y d d y . 

 

Якщо ( )y f x  і x  − незалежна змінна,  то диференціали вищих порядків 

обчислюються за формулами: 
2 2( )d y y dx , 3 3( )d y y dx , …, ( )( )n n nd y y dx . 

 

Приклад. Знайти диференціал функції y arctgx . 

Розв’язок. 
2

( )
1

dx
dy arctgx dx

x
  


. 

 

Приклад. Знайти диференціали першого, другого, третього порядків 

функції 3(2 3)y x  . 

Розв’язання. 
2 23(2 3) 2 6(2 3)dy x dx x dx     , 

2 2 212(2 3) 2 24(2 3)d y x dx x dx     , 

3 3 324 2 48d y dx dx   . 

 

Приклад. Обчислити наближене значення arcsin0,51 

Розв’язання. Розглянемо функцію arcsiny x . Вважаючи 

0,5; 0,01x x    та застосовуючи формулу 

arcsin( ) arcsin (arcsin )x x x x x     , 

отримуємо 

 

2

1
arcsin0,51 arcsin0,5 0,01 0,011 0,513

61 (0,5)


     


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9. Застосування похідних до знаходження границі функції.  

Правило Лопіталя 

 

Теорема 1. Нехай функції ( )f x і ( )x  визначені і диференційовані в 

деякому околі  точки 0x , причому 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x
 

  =0 

і в околі цієї точки  ( ) 0x  . Тоді, якщо існує границя відношення похідних 

0

( )
lim

( )x x

f x

x




, 

 

то існує  і границя відношення функції 

0

( )
lim

( )x x

f x

x 
, 

і ці  границі рівні між собою 

 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

x x 




 
 

 

Теорема 2. Нехай функції ( )f x і ( )x  визначені і диференційовані в 

деякому околі точки 0x  і в цьому околі 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x
 

    , ( ) 0x  . 

Тоді, якщо існує границя  

0

( )
lim

( )x x

f x

x




, 

то  існує границя  

0

( )
lim

( )x x

f x

x 
, 

причому 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

x x 




 
. 

 

Зауваження. Правило Лопиталя застосовується лише для розкриття 

невизначеностей  вигляду 
0

0

 
 
 

 та 
 
  

. Невизначеності вигляду  

 0  ,   , 
00 

 
, 

0 
 

, 1 
 

 

алгебраїчними перетворюваннями зводяться до основних 
0

0

 
 
 

, 
 
  

. 
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1. Якщо 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 , 
0

lim ( )
x x

x


   , тоді 

 
0 0

( ) 0
lim ( ) ( ) 0 lim

1 0

( )

x x x x

f x
f x x

x

 

 
      

 


. 

2. Якщо 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x
 

    , тоді 

 
0 0 0

1 1

1 1 0( ) ( )
lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim

1 1 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x x

x f x
f x x

f x x f x x

  


  

          
 

 

. 

 

3. Якщо 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x x
 

   , тоді 0

0

lim ( ) ln ( )
( )lim ( ) x x

x f x
x

x x
f x e 





 . 

 

Приклад. Обчислити 
0

ln
lim

x x

x

x
 

Розв’язання. Підставимо в функції ( ) lnf x x  і ( )x x   граничне 

значення аргументу x  і одержимо 

0

( )
lim

( )x x

f x

x

 
    

. 

 

Застосовуємо правило Лопиталя 

2

1
ln 1

lim lim lim 0
x x x

x x

x x x  

 
     

. 

 

Приклад. Знайти
5 2

0
lim

x x

x

e e

x


 

 

Розв’язання. 
5 2 5 2

0 0

0 5 2
lim lim 3

0 1

x x x x

x x

e e e e

x 

  
   
 

 

 

Приклад. Знайти
/ 2

lim
x

xx

xe

x e 
. 

Розв’язання. 

/ 2 / 2
/ 2

1
(1 ) (2 )

2 2 2lim lim lim
1

x x
x

x x xx x x

x x
e e

xe

x e e e  

 
 

      
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/ 2 / 2

2
1 1 1/ 22lim lim 0
2 2 (1/ 2)x xx x

x

e e 


    

 

Приклад. Знайти 2

0
lim ( ln )
x

x x


 . 

Розв’язання.  2 2
2 30 0 0 0

ln 1/ 1
lim ( ln ) 0 lim lim lim 0

21/ 2/x x x x

x x
x x x

x x   
       


. 

 

Приклад. Знайти
0

lim (sin )x

x
x


. 

Розв’язання. У даному випадку маємо невизначеність виду 
0

0

 
 
 

.  Позначимо 

дану функцію через y , тобто (sin )xy x  та прологарифмуємо її: 

lnsin
ln lnsin

1/

x
y x x

x
   . 

Знайдемо границю логарифма даної функції за допомогою правила Лопіталя 
2

20 0 0 0 0

lnsin cos / sin cos
lim ln lim lim lim lim ( cos ) 0

1/ sin sin1/x x x x x

x x x x x x
y x x

x x xx    
        


 

 

Отже, 0

0
lim 1
x

y e


  . 

 

Приклад. Обчислити ln

0
lim (1 ) x

x
x


 . 

Розв’язання. Маємо невизначеність 1 
 

 . Нехай  
ln

1
x

y x  . 

Прологарифмуємо цю функцію    
ln ln ln(1 )y x x     

 

Знайдемо границю логарифма даної функції за допомогою правила 

Лопіталя 
2

20 0 0 0 0

2

2 20 0 0 0

ln(1 ) 1/(1 ) ln
lim ln lim ln ln(1 ) lim lim lim

1/ ln 11/( ln )

ln (2ln ) / ln 1/
lim lim 2 lim 2 lim 0

1 1/ 1/1/ 1/

x x x x x

x x x x

x x x x
y x x

x xx x

x x x x x

x xx x

    

   

 
       



      
  
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10. Теоретичні питання за темою:  

«Диференціальне числення функції однієї змінної» 

 

1. Похідна функції. Основні формули й правила диференціювання. 

2. Правило диференціювання складної функції. 

3. Логарифмічне диференціювання. Похідна показникові-степеневої функції. 

4. Диференціювання функцій, заданих параметрично. 

5. Диференціювання неявних функцій. 

6. Застосування похідної до задач геометрії. 

7. Диференціал функції. Геометричний зміст диференціала. Властивості 

диференціала. 

8. Застосування диференціала до наближених обчислень. 

9. Похідні та диференціали вищих порядків. 

10. Правило Лопіталя щодо розкриття невизначеностей виду 








0

0
. 

11. Правило Лопіталя щодо розкриття невизначеностей виду 











. 

 

11. Практичні завдання для індивідуального виконання 

 за темою: «Диференціальне числення функції однієї змінної» 

 

 

Завдання 1. Знайти перші похідні функцій. У завданнях а)  і  б) додатково 

знайти другі похідні. 

1.  
а) у = x

x
x 2

1
4

2

7  ; е) у = x2  cos7x ; 

б) у = 
xcos

ex x

31

23



 

; ж) у = 
2

2

1)x(

x


; 

в) у = ( х + 2)  
2xe ; з) у = ln 5 sin x; 

г) у = )xsin( 13 7   + 8x; и) у = arcsin e 4x; 

д) у =
x tg2 + 3

xcos4
; к) у = x)x(sin

1

2 . 

2.  
а) у = 3

2

2

2

1
9 x

x
x  ; е) у = х  arctg 3x; 

б) у =
3 31 x ; ж) у = 

2

2

9

9

x

x




; 

в) у = xlne xsin 5
; з) у = 3 sin2 x  cos 2x; 

г) у = ln sin (2x + 5); и) у = 
x

xe x 322


 ; 

д) у = xcos,
2

90 ; к) у = xarccosx . 
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3.  
а) у = 5

5

5 1
3 x

x
x  ; е) у = 21 xx  ; 

б) у = 342 x  – 
1

3

3  xx
; ж) у = 

xe

e x





1

1
; 

в) у = (ln x +1)2  cos 2x ; з) у = sin2 2x+ cos x ; 

г) у = arcsin x41 ; и) у = ln tg 5x ; 

д) у = 5 tg x  + 3 xsin ; к) у = 
x)x( 21 . 

4.  
а) у = 7

7

7 3
1

3 x
x

x  ; е) у = 
xcos

xsin

24

55




; 

б) у = 2543 xx  + 4x  ln x; ж) у = ( х 2 +1)  arctg 4x; 

в) у =arcsin(3x2 + 2); з) у = ( 2х + 5)  
5xe ; 

г) у = 
xcos

xsin
2

2

2 
; и) у = ln 1x ; 

д) у = xsin2

3 ; к) у = x)x(cos . 

 

5.  
а) у = 9

9

9 4
4

4 x
x

x  ; е) у = е х  cos x; 

б) у = 3 31  x ; ж) у = 3 х 2  ln x 3; 

в) у = arctg 
21

2

x

x


; з) у = 

xe

xsin
29

23




; 

г) у = х  arccos 24 x ; и) у = (2х + 2 cos x)  е –х ; 

д) у = xctg,
2

20 ; к) у = ( sin 2x)cos x . 

 

6.  
а) у = 

3 2

3

3 15
15 x

x
x  ; е) у = е

84 xsin
; 

б) у = xln21 ; ж) у = 
1x

x
 – ln 4x ; 

в) у = 
43

43





xsin

xcos
; з) у = 

21 x

xarcsin


; 

г) у = 52 xtg  + 8x + 7; и) у = cos 100 x + sin 100x ; 

д) у = ( х + х 2 ) х ; к) у = 
xarccos33 . 

 

7.  
а) у = 

11 3

11

11 5
3 x

x
x  ; е) у = (1 – х2 )  cos 2x; 

б) у = 
2

22
)

x
cos

x
(sin  ; ж) у = 3 xxx  ; 
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в) у = 
225 x

x


; з) у = е –х  sin 2x ; 

г) у = arctg(ln x) +ln(sinx);  и) у = ln 5( x 2 – 1); 

д) у = 2  cos(4x+x2); к) у = x)x(

1

. 

 

8.  
а) у = 

3

3 1
7

x
xx  ; е) у = sin 4 х + cos 4 x; 

б) у = 3
2

2

1

1

x

x




; ж) у = ln 

2

2

1 x

x


; 

в) у = 3х  arcsin 2x; з) у = (х2 + 2х + 2)  е -х; 

г) у = 12 x +
3 3 1x ; и) у = sin(x+ 6) – x  cos 4x; 

д) у = 3 ctg x + 8 xcos4 ; к) у = x)x(

1

2
. 

 

9.  
a) у = 

6 5

6

7 7
6 x

x
x  ; е) у = ln( x 2 + 5); 

б) у = 3 22 xx  ;  ж) у = х 5  е –х; 

в) у =  
16 5

6

x

x
; з) у = arctg 

21 x

x


; 

г) у = ln 3 sin (3x + 3); и) у = 
xcosxsin

xcosxsin




; 

д) у = 
xtg32 ; к) у = 

xsin)x( . 

 

10.  
a) у = 12

2

14 14
12 x

x
x  ; е) у = 8х  

2xe ; 

б) у = 
3 2 3xx  ; ж) у = ( 3х +1) 5  cos3x; 

в) у = 
22 x

x
; з) у = 

xcos

xsin
23

; 

г) у = ln (2x3 +3x2 ); и) у = arctg 2 e x ; 

д) у = 15 x

x

; к) у = xlnx
2

. 

 

11.  
a) у = x

x
x 

2

15 15
; е) у = cos (10x+x3); 

б) у = (5х + х 3 )  ln x 2; ж) у = 
331 )x(  ; 

в) у = 
xsin

xcosx





1
 +2sin 4x + 4; з) у = 

xsin

xcos

55

37




; 
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г) у = arccos 
22

1

x
; и) у = ln(4+sin4x); 

д) у = 0,7 arctg х; к) у = xsinx . 

 

12.  
а) у = 3х 5 – 41

x
x
 ; е) у = ln tg(2x+1); 

б) у = 
xcos

xsin
2

; ж) у = 
2

3

2 )х(

х


; 

в) у = (х + 1)2  cos5x; з) у = 23х + 7х 7  + 
2

xe ; 

г) у = arctg(е2x + 3); и) у = 
x

,
2

ctg
70 ; 

д) у = 3 xx  ; к) у = х arcsin x. 

 

13.  
a) у = 5

2

5 2
5

2 x
x

x  ; е) у =(3х + 2)  sin 3x; 

б) у = 
3 22 xxcos  ; ж) у = ln 2 tg 2x ; 

в) у = 
3

3

1 x

x


; з) у = 

xcos

xsin

xsin

xcos
22

 ;  

г) у = х  arccos x – 32 x ; и) у = arcsin( e 7x ); 

д) у = xln2
7 ; к) у = (sin2x) x. 

 

14.  
а) у = 7

7

7 2
7

1
2 x

x
x  ; е) у = arctg x 2 + 7x6 + 2 ; 

б) у = 
13

2

x

x
; ж) у = xxx  ; 

в) у = (3 – sin 2 x) 3 ; з) у = х 2  ln(x 2 + 1); 

г) у = 
3

21

x

xcos
 + sin (3x + 9) ; и) у = 

5 3

2
15

1

1



x

x
; 

д) у = xe 2 + 3; к) у = (sin x) tg x. 

15.  
a) у = 3

3

7 7
7

x
x

x  ; е) у = е х sin 2x; 

б) у = 
xsinln

xsin

1
; ж) у = arctg

2

3





x

x
; 

в) у = (5 + х 3 ) 2  е –х; з) у = 3 3 xx  ; 

г) у = 
3 2 5

4
42




x
x ; и) у = cos (3x ); 
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д) у = xcos7 ; к) у = )x()x(arcsin
2

. 

16.  
a) у = 3

3

5 5
5

x
x

x  ; е) у =( х 2 + 6 )  ln 3x; 

б) у = 
xcos

xsin

31

52


; ж) у = 

x

x

1

2

 + 
3

89

x

x 
; 

в) у = 
22 x)xarcsin(cos  ; з) у = е 3х  cos 3x; 

г) у = 2tg 3(x 3 + 2) ; и) у = arctg 2 
x

1
; 

д) у = 2 sin 3x; к) у = )x()x(
2

1 . 

 

17.  
a) у = 5

5
2

5
7 x

x
x  ; е) у = sin 26x + 3x2; 

б) у = ln ctg 3 x; ж) у = 23 xarcsinx  ; 

в) у = 
25

7

x

x
; з) у = 

x

x

e

e
4

2

1

1




; 

г) у = arctg(tg 2 x + 2 ); и) у = )xxxln( 322  ; 

д) у = x

x

12  + 7
xcos2
; к) у = 

x)x(sin . 

 

18.  
а) у = 3x5 – 

5

5

x
 + 5 25 x ; е) y = 

42

45





xcos

xsinx
; 

б) y = arcsin (3x3 + 4); ж) y = ln cos(5x 3 + 4); 

в) y = ( x+ 8)  arctg 4x3 ; з) y = ( ctg 3x + 1 )5; 

г) y = 
x

xx

3

32 23 
; и) y = 5

xsin2
; 

д) y = 4x  ( 1 – 3ln x); к) y = (cos x )
x
. 

 

19.  
a) у = x7 –  6

6

6
x

x
 ; е) у = ln2 ctg

2

x
; 

б) у = x arctg x ; ж) у = 
)x(

x

16 
; 

в) у = xcosxsinx 333  ; з) у = arcsin (e –4x); 

г) у = 
1x

x
; и) у = x

x





1

1

5  + 3
xcos4
; 

д) у = ln 2 sin3x; к) у = 
xe)x( 3 . 
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20.  
a) у = 5

5

5 1
x

x
x  ; е) у = 

2

2

1 x

x


 + 

3

62

x

x
; 

б) у = xx 2 ; ж) у = ln 2 arctg x ; 

в) у = xex   + 5 xcos4 ; з) у = ln
xsin

xcos


2
(tg

2

x
); 

г) у = arctg(7sin3x); и) у = 
xcos)x( ; 

д) у = 11 22  xx ; к) у = 
3

2

1 x

x


. 

 

21.  
a) у = 3

34
2

3 2 
xx

x ; е) у = 
2xe ; 

б) у = xsinx 22   ;  ж) у =3 tg 6 x + 7;  

в) у = xcosxxsin 224  ; з) у = 4х  arctg (2x+ 9); 

г) у = 
xsin

xsin
ln





1

1
; и) у = 

2

2

3 )x(

x


; 

д) у = 
2

5 xcos
; к) у = 

xarccos

x







 1
. 

22.  
а) у = 10

10

10 5
5

5 x
x

x  ; е) у = sin x  cos(7x+ 5); 

б) у = 221 xcos ; ж) у = ( е cos x + 3)2; 

в) у = х 2  21 x ; з) у = ln sin (3x + 5); 

г) у =arctg 
211 x

x


; и) у = 

12

3

x

x
; 

д) у = 
3

5 xsin
; к) у = ( х 3 ) ln х. 

 

23.  
a) y = 1

23
23

3 2 
xx

x ; е) у = tg (x 2 +cos x); 

б) у = 
xsin

xsin





1

1
 ; ж) у = 

22

x
sin

x
 ; 

в) у = 
3

x  arctg x ; з) у = )xarcsinx(  21
2

1
; 

г) у = 
xe)xx(  32
 ; и) у = xlnx 333   ; 

д) у = xln2
15 ; к) у = )x( arctg x . 

 

24.  
a) у = 2

11
3

45

5 
xx

x  ; е) у = 21 x + 5
xcos3
; 
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б) у = tg x +
3

2
tg 3 x +

5

1
tg 5 x; ж) у = ln 2 sin x; 

в) у = х 3  ( х – 5 cos x )2  з) у = arccos 
2

2

9

9

x

x




; 

г) у = 
32 xx

xx




; и) у = (1 + 9х )  

2xe ; 

д) у = 5 xsin3 ; к) у = ( 1 + х )cos x. 

25.  
a) у = 3

2

2

2

3
4 x

x
x  ; е) у = ln(2x – 3); 

б) у = 
x

x

e

e
4

3

9

2



  x2; ж) у = 

xcos

xsin

38

43




; 

в) у = arctg( x 2+e3x); з) у = (2х3 + 5)4  х 3; 

г) у = ln tg (5x+1); и) у = sin 5x+cos 3x 3; 

д) у = 3ln3x; к) у = xx

2

. 

26.  
a) y = 5

2

1
5 x

x
x  ; е) у = сos2x –2ln cosx; 

б) у = arctg 
x

x





1

1
; ж) у = 

341

1

)xsin( 
; 

в) у = 3 234 )x(  ; з) у = 
x

arcsin
12

; 

г) у = х2  ctg2x ; и) у = 
2

7 x ; 

д) у = cos25x + 7x; к) у = (cos x )sin x. 

 

27.  
а) y = 2

35
32

4 3 
xx

x ; е) у = 
xcos

xcos

21

321




; 

б) у = tg ( x 2 +3); ж) у = x),( 90 ; 

в) у = 
xcosx

2

; з) у = xcos
x

sin 
3

3
; 

г) у = ln tg )
x

(
24




; и) у = 
)x(

,
5

70 ; 

д) у = х 2  arcsin (9x + 2) ; к) у = )xln(xx 23  . 

28.  
а) у = 3

32 3

1

2

1
x

xx
 ; е) у = arctg 14 2 x ; 

б) у = 2
2

2
2


x
; ж) у = 

x

x





1

1
; 

в) у = (х + 5) 7  sin3x; з) у = (х+1) arccos (x 2 +1); 
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г) у = xcosxsin 33  ; и) у = 
25

5

x

x
ln ; 

д) у = 52ctg x ; к) у = (tg x)х. 

 

29.  
а) у = 

7 2

7

7 12
12 x

x
x  ; е) у = е ctg 3 x; 

б) у = 2x  arccos x
x

4
2
 ; ж) у = 4 41 xcos ; 

в) у = 
24

5

x

x
; з) у = 

)xsin(

xcos

35

34




; 

г) у = arctg 2 x + 6x2; и) у = ( х 3 + х 2 )  е –х; 

д) у = 
21

21

5 x

x





 + 7 xcos4 ; к) у = xarcsinx
2

. 

30.  
а) у = 3

111
32


xxx
; е) у = 

2

21









 xcos

xsin
; 

б) у = 3х  sin 5x + 8;  ж) у =х (cos ln x + sin lnx); 

в) у = (3 + sin x) 2  x; з) у = )ee(

xx

322  ; 

г) у = 
52

23
2 



xx

x
; и) у = 0,92

)x( 3

; 

д) у = 3 xarcsin ; к) у = xtg2

)x( . 

 

 

Завдання 2. Знайти рівняння дотичної до графіка функції )x(fy  , яка 

проходить паралельно прямій bkxy  . Зробити креслення. 

 

№ 

вар. 
)x(fy   bkxy   

№ 

вар. 
)x(fy   bkxy   

1.  y = x2 – 6x + 8,   y = 6x + 1 2.  y = – x2 – 2x + 3,   y = – 2x – 2 

3.  y = x2 – 6x + 8,    y = 2x + 3 4.  y = x2 – 2x – 3,  y = – 4x +2 

5.  y = x2 – 2x –3,    y = 6x + 3 6.  y = x2 + 2x – 3,   y = 2x – 2 

7.  y = x2 + 8x – 9,    y = 2x + 1 8.  y = x2 – 4x + 3, y = 2x + 4 

9.  y = x2 – 5x + 4,   y = – x – 2 10.  y = x2 + 2x – 3,    y = 4x – 1 

11.  y = – x2 – 2x +3,  y = – 6x + 4 12.  y = x2 + 8x – 9,    y = 4x 

13.  y = x2 – 5x + 4,    y = x + 3 14.  y = x2 – 2x – 3,    y = 4x –1 

15.  y = x2 – 6x + 8,   y = – 4x + 2 16.  y = – x2 – 2x + 3,    y = 4x –3 
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17.  y = x2 + x,      y = x – 3 18.  y = – x2 – 2x + 3,     y = 2x + 1 

19.  y = x2 + 8x – 9,   y = 6x 20.  y = x2 – 8x – 9,    y = – 6x 

21.  y = – x2 + 4x,    y = 2x 22.  y = x2 – 5x + 4,    y = – 3x – 1 

23.  y = x2 + 8x – 9,    y = – 2x + 1 24.  y = x2 – 4x + 3,   y = 4x + 4 

25.  y = x2 – 2x – 3,     y = 2x + 2 26.  y = x2 + 2x – 3,    y = – 4x + 2 

27.  y = x2 – 6x + 8,    y = 4x + 1 28.  y = x2 –5x + 4,     y = 3x + 1 

29.  y = x2 – 4x + 3,   y = 6x – 6 30.  y = x2 – 4x + 3,    y= – 4x – 4 

 

 

 

Завдання 3. Для функцій, заданих параметрично, знайти першу  та другу  

похідні. 
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Завдання 4. Знайти похідну 
dx

dy
  для функцій, заданих неявно. 

 

1.  5x2 + 3xy – 2y2 + 2 = 0 16 x3 + x2y + y2  – 13 = 0 

2.  x3 – 2x2  + y2 = 0 17 x3 + 5xy +  y3 – 7 = 0 

3.  x2 + xy + y2 = 7 18 x2 + 5xy + y2 – 2x + y – 6 = 0 

4.  2x3 – xy + y – 2 = 0 19 3x2 – xy + y3 –  x = 0 

5.  x3 + y3 – 3xy + 1 = 0 20 x 6 + y 6 – 2xy = 0 

6.  3x2 – xy + y – 3 = 0 21 x 2 +x2 y – y2 – y = 0 

7.  x2 + 2y2 + 6x – 4y – 13 = 0 22 x4 – 6x2y2  + 9y2 – 5x2  + 15y2 + 4 = 0 

8.  3x2 – 5y2 – 6x – 20y + 25 = 0 23 7x2 + xy –  y3 + 3 = 0 

9.  4x2 + y2 + 8x – 4y + 3 = 0 24 x2y2 + xy + x2  – 7 = 0 

10.  x3 – 2x2 y2  + 5x + y – 5 = 0 25 2x5 + y5 – 2xy + 26 = 0 

11.  2x2 – 9y2 + 4x + 18y + 11 = 0 26 x5 + y5 – 2xy = 0 

12.  x3 – xy + y + 7 = 0 27 3x2 – xy + y 2 +  x – 34 = 0 

13.  x2 + y2 – 4x – 10y + 19 = 0 28 x2 + 2xy2  + 3y4 – 6 = 0 

14.  x4 – y2 – y – 1 = 0 29 x2 – x2 y + y 2 = 13 

15.  x3 + 2xy2 + y + 11 = 0 30 x2 y2  – 4y3 – x = 4 
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Завдання 5. Обчислити границі, використовуючи правило Лопіталя. 
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